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Uvod
Da bismo poblizˇe objasnili temu ovog rada, vratit c´emo se u povijest na problem koji je
preko 120 godina zadavao tesˇkoc´e matematicˇarima. Problem 4-boje dugo vremena je bio
jedan od najslavnijih problema u matematici. Postavio ga je Francis Guthrie 1852. godine
nastojec´i sa sˇto manje boja obojiti grofovije Engleske tako da susjedne budu razlicˇito obo-
jene. Uocˇio je da su 4 boje dovoljne i postavio pitanje vrijedi li isto za svaku kartu. Da
vrijedi, tek su 1976. godine uspjeli dokazati Appel i Haken, koristec´i racˇunalo i dokazom
na preko 100 stranica. Ekvivalent ovom problemu u teoriji grafova kazˇe da je svaki jed-
nostavan planaran graf 4-obojiv. Dosta laksˇe i bez racˇunala, moguc´e je dokazati da je svaki
jednostavan planaran graf 5-obojiv.
U prvom poglavlju ovog diplomskog rada c´emo opc´enito govoriti o grafovima i njiho-
vim svojstvima. Grafovi su vrlo korisne matematicˇke strukture. Pomoc´u njih lako mozˇemo
cˇitatelju priblizˇiti apstraktne matematicˇke pojmove.
Zatim c´emo u drugom poglavlju definirati pojmove vezane za kromatske polinome.
Sama rijecˇ kroma dolazi iz grcˇkog jezika i znacˇi boja. To znacˇi da su kromatski polinomi
vezani za bojenje grafova. Grafove mozˇemo bojiti tako da im bojimo vrhove ili bridove.
U ovom radu bojenje c´e se odnositi iskljucˇivo na bojenje vrhova grafova. Definirat c´emo
pravilno bojenje i kromatski broj. Za odredene grafove kao sˇto su potpuni graf, ciklus ili
put, kromatski broj mozˇemo odmah odrediti. Na kraju c´emo definirati kromatski polinom i
sva njegova vazˇna svojstva. Detaljan uvid u pojmove vezane za kromatske polinome nalazi
se u danom poglavlju.
Kao uz svaki polinom, tako i uz kromatski polinom vezˇe se pojam nultocˇke ili kori-
jena polinoma. U trec´em poglavlju trazˇimo vezu izmedu poznatih brojeva i kromatskih
korijena. Za neke tocˇke trivijalno c´emo zakljucˇiti da su kromatski korijeni. Najzanim-
ljiviji c´e nam biti Fibonaccijevi brojevi, uz koje se vezˇe i zlatni rez. Pozabavit c´emo se
n-tim Fibonaccijevim konstantama i njihovim potencijama. Zatim nastavljamo s ostalim
metalnim sredinama kao sˇto su srebrna i broncˇana, ali c´emo generalno gledati sve me-
talne sredine kao skup brojeva sa zajednicˇkim svojstvom vezanim za kromatske korijene.
Spomenut c´emo takoder i mozˇda manje poznate brojeve kao sˇto su Berahini brojevi i Pi-
sot–Vijayaraghavanovi brojevi.
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Na kraju, u zadnjem poglavlju, vratit c´emo se opet na pojam kromatskih intervala. U
ovom poglavlju, ti c´e nam intervali biti zanimljivi za posebnu klasu grafova za koje c´e
vrijediti neki dodatni rezultati.
Poglavlje 1
Uvod u teoriju grafova
1.1 Osnovni pojmovi
Grafovi su jedna od osnovnih i najcˇesˇc´e primjenjivanjih matematicˇkih struktura. Cˇesto se
upotrebljavaju u modeliranju raznih pojava i situacija upravo zbog svoje jasne geometrij-
ske predodzˇbe. Grafove smatramo univerzalnim matematicˇkim jezikom kojim je moguc´e
opisati sasvim apstraktne matematicˇke strukture. Krenimo od same definicije grafa.
Definicija 1.1.1. Graf je uredena trojka G = (V, E, φ) gdje je V = V(G) neprazan skup cˇije
elemente zovemo vrhovima (eng. vertex), E = E(G) skup bridova (eng. edge) disjunktan s
V i φ funkcija koja svakom bridu e iz E pridruzˇuje dvocˇlani multiskup vrhova φ(e) = {u, v}
koji se zovu krajevi od e.
Za vrhove u i v koji su krajevi od e kazˇemo da su susjedni vrhovi i incidentni s e.
Graf skrac´eno oznacˇavamo samo s G. U ovom radu c´emo koristiti iskljucˇivo jednostavne,
konacˇne grafove. Kazˇemo da je graf konacˇan ako su skupovi V i E konacˇni, inacˇe je
beskonacˇan. Jednostavni grafovi su oni koji nemaju ni petlje (bridovi cˇiji se krajevi podu-
daraju) ni visˇestruke bridove (dva ili visˇe bridova s istim parom krajeva). Mozˇe se, naravno,
dogoditi da graf ima samo jedan vrh - tada ga zovemo trivijalnim grafom, a graf gdje je
E(G) = ∅ zovemo prazan graf. Broj vrhova od G c´emo oznacˇavati s |V(G)|, a broj bridova
s |E(G)|. Kazˇemo da je graf planaran ako se mozˇe nacrtati u ravnini tako da mu se bridovi
sijeku samo u vrhovima.
Definirajmo josˇ pojam izomorfnosti grafova.
Definicija 1.1.2. Kazˇemo da su grafovi G i H izomorfni, G ≈ H, ako postoje bijekcije
θ : V(G) → V(H) i ψ : E(G) → E(H) takve da je vrh v incidentan s bridom e u G ako i
samo ako je vrh θ(v) incidentan s bridom ψ(e) u H. Ureden par f = (θ, ψ) : G → H se zove
izomorfizam iz G u H.
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Izomorfizam cˇuva incidenciju i susjednost te za izomorfne grafove vrijedi |V(G)| =
|V(H)| i |E(G)| = |E(H)|. Primjer izomorfnih grafova dan je slikom 1.1
Slika 1.1: Izomorfni grafovi
1.2 Neki specijalni grafovi
U ovom podpoglavlju c´emo definirati neke specijalne grafove koje c´emo koristiti u dalj-
njem radu.
Definicija 1.2.1. Potpun graf je jednostavan graf u kojem je svaki par vrhova spojen bri-
dom. Do na izomorfizam postoji jedinstveni potpun graf s n vrhova i
(
n
2
)
bridova koji
oznacˇavamo s Kn.
Definicija 1.2.2. Graf G je bipartitan ako mu se skup vrhova mozˇe particionirati u dva
skupa X i Y tako da svaki brid ima jedan kraj u X, a drugi u Y. Particija (X,Y) zove se
bipartici ja grafa.
Definicija 1.2.3. Potpun bipartitan graf je jednostavan, bipartitan graf s biparticijom
(X,Y) u kojem je svaki vrh iz X spojem sa svakim vrhom u Y. Ako je |X| = m i |Y | = n,
takav je graf jedinstven do na izomorfizam i oznacˇava se sa Km,n te je |V(Km,n)| = m + n,
|E(Km,n)| = mn.
Definicija 1.2.4. Sˇetnja u grafu G je niz v0,e1,v1,e2,v2,...,ek,vk cˇiji su cˇlanovi naizmjenice
vrhovi vi i bridovi ei takvi da su krajevi od ei vrhovi vi−1 i vi, za 1 ≤i≤ k.
Definicija 1.2.5. Put je sˇetnja u kojoj su svi bridovi i svi vrhovi medusobno razlicˇiti.
Oznacˇavamo ga s Cn.
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Definicija 1.2.6. Ciklus je put kojem su pocˇetni i zavrsˇni vrh jednaki. Oznacˇavamo ga s
Pn.
Definicija 1.2.7. Stablo je povezan graf bez ciklusa.
Neka su G i H grafovi. Ako je V(H) ⊆ V(G) i E(H) ⊆ E(G), a svaki brid iz H ima iste
krajeve u H kao sˇto ih ima u G, onda kazˇemo da je H podgraf od G i pisˇemo H ⊆ G, a G
zovemo nadgraf od H. Ako je H ⊆ G i H , G, pisˇemo H ⊂ G i zovemo pravi podgraf od
G. Podgraf H ⊆ G za koji je V(H) = V(G) zovemo razapinjuc´i podgraf od G.
Kazˇemo da je graf povezan ako su svaka dva njegova vrha povezana nekim putem.
Komponenta povezanosti grafa G je maksimalni povezani podgraf od G, odnosno povezani
podgraf koji nije sadrzˇan niti u jednom vec´em povezanom podgrafu. Ako graf ima samo
jednu komponentu povezanosti, onda je povezan, a inacˇe je nepovezan.
Slika 1.2: Grafovi K5 i K2,3
POGLAVLJE 1. UVOD U TEORIJU GRAFOVA 6
Slika 1.3: Ciklus C5 i put P4
Slika 1.4: Graf G i njegov razapinjuc´i podgraf
Poglavlje 2
Bojenje grafova
2.1 Pravilno bojenje i kromatski broj
Da bismo mogli definirati kromatski polinom, prvo moramo znati sˇto je to kromatski broj
te kako se definira bojenje grafova.
Definicija 2.1.1. Neka je G jednostavan graf, a k ∈ N neki zadani broj. Tada je k-bojenje
vrhova od G funkcija f : V(G)→ {1, 2, ..., k} koja svakom vrhu pridruzˇi jednu od k boja.
Bojenje f je pravilno ako su susjedni vrhovi razlicˇito obojeni sˇto znacˇi da samo grafovi
bez petlji dopusˇtaju pravilno bojenje. Tada mozˇemo rec´i da je graf k-obojiv ako dopusˇta
pravilno k-bojenje. Zanimljivo je da je graf 1-obojiv ako i samo ako je prazan, tj. ako je
E(G)=∅ (inacˇe to bojenje ne bi bilo pravilno), a 2-obojiv ako i samo ako je bipartitan.
Lako je zakljucˇiti da je svaki graf s n vrhova zapravo n-obojiv. Ono sˇto je ipak zanimlji-
vije promatrati je koji je najmanji broj k ∈ N za koji je graf G k-obojiv. Taj broj c´emo zvati
kromatski broj grafa G i oznacˇavat c´emo ga s γ(G), a za graf G c´emo rec´i da je k-kromatski
ako je γ(G) = k.
Za neke specijalne grafove,koje smo prethodno definirali, lako je nac´i kromatski broj
tog grafa. Na primjer,
• γ(Pn) = 2;
• γ(Cn) =
2, za n paran3, za n neparan ;
• γ(Kn) = n;
• γ(Km,n) = 2.
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2.2 Kromatski polinom
Promatrajuc´i ne samo egzistenciju bojenja grafa s zadanim brojem boja k, nego i broj
svih pravilnih k-bojenja, americˇki matematicˇar George D. Birkhoff uveo je prebrojavanje
razlicˇitih k-bojenja grafa u nastojanju da rijesˇi problem 4 boje. Broj svih razlicˇitih k-bojenja
grafa G oznacˇavamo s P(G, k). Dva bojenja smatramo razlicˇitim ako je neki vrh u ta dva
bojenja razlicˇito obojen. Dakle, P(G, k) > 0 ako i samo ako je G k-obojiv. Za prazan graf
Kcn s n vrhova vrijedi P(K
c
n, k) = k
n. Osnovna rekurzija za racˇunanje brojeva P(G, k) dana
je sljedec´om propozicijom.
Propozicija 2.2.1. Za jednostavan graf G i svako e ∈ E(G) vrijedi
P(G, k) = P(G − e, k) − P(G · e, k), (2.1)
gdje je G − e je graf G bez brida e, a G · e je graf nastao spajanjem vrhova incidentnih s e
u jedan vrh.
Dokaz. Neka je e=xy. Svako k-bojenje od G − e ili ima kod x i y iste boje ili razlicˇite boje.
Zato bojenju od G − e kod kojeg su x i y razlicˇito obojeni, pridruzˇimo bojenje od G, a ako
su isto obojeni pridruzˇimo mu bojenje od G · e. Ovo pridruzˇivanje je bijekcija pa slijedi
P(G − e, k) = P(G, k) + P(G · e, k). 
Funkcija koja varijabli k pridruzˇuje P(G, k) zove se kromatski polinom od G te vrijedi
sljedec´i rezultat.
Korolar 2.2.2. Funkcija k 7→ P(G, k) grafa G s n vrhova je polinom u varijabli k stupnja n
s cjelobrojnim koeficijentima. Vodec´i cˇlan je kn, slobodni cˇlan je 0, a koeficijenti alterniraju
po predznaku.
Dokaz. Dokaz c´emo provesti indukcijom po broju bridova m grafa G. Ako je m=0, tada
je P(G, k) = kn pa tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve grafove s manje
od m bridova. Neka je G graf s m ≥ 1 bridova i neka je e ∈ E(G). Tada je |E(G − e)| =
|E(G ·e)| = m−1 pa prema pretpostavci indukcije postoje a1, a2, ..., an−1, b1, b2, ..., bn−1 ∈ N0
tako da vrijedi
P(G − e, k) =
n−1∑
i=1
(−1)n−iaiki + kn
P(G · e, k) =
n−2∑
i=1
(−1)n−i−1biki + kn−1
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Prema prethodnoj rekurziji (2.1) imamo
P(G, k) = P(G − e, k) − P(G · e, k) =
n−2∑
i=1
(−1)n−i(ai + bi)ki − (an−1 + 1)kn−1 + kn
pa tvrdnja slijedi. 
Dokazi prethodnog korolara i propozicije preuzeti su iz knjige prof. Veljana [14].
Kao sˇto smo za odredene specijalne grafove nasˇli kromatski broj, tako mozˇemo nac´i i
kromatski polinom tih grafova.
• P(Pn, k) = k(k − 1)n−1;
• P(Cn, k) = (k − 1)n + (−1)n(k − 1);
• P(Kn, k) = k(k − 1) · · · (k − n + 1).
Korijen, odnosno nultocˇku kromatskog polinoma zovemo kromatski korijen. Graf ne
mozˇe biti 0-obojiv pa je 0 uvijek kromatski korijen. Zbog pretpostavke da radimo is-
kljucˇivo s nepraznim grafovima, 1 je takoder kromatski korijen.
U sljedec´em poglavlju pozabavit c´emo se vezom kromatskih korijena i nekih poznatih
brojeva.
Poglavlje 3
Kromatski korijeni
Buduc´i da c´emo sada govoriti o polinomima i njihovim nultocˇkama, trebamo definirati
neke osnovne pojmove vezane uz to. Za komplekasan broj ζ kazˇemo da je algebarski broj,
odn. algebarski cijeli broj, ako je korijen nekog normiranog polinoma s racionalnim, odn.
cjelobrojnim koeficijentima. Normiran polinom je polinom kojem je vodec´i cˇlan jednak 1.
Za algebarski broj ζ postoji jedinstveni normirani polinom p s racionalnim koeficijentima,
sa svojstvom da p dijeli svaki polinom s racionalnim koeficijentima kojemu je ζ nultocˇka.
Takav polinom zovemo minimalni polinom. Dva algebarska broja ζ i ζ∗ zovemo konju-
gati ako imaju isti minimalni polinom. Ako je ζ kromatski korijen grafa G, tada je i ζ∗
kromatski korijen grafa G.
Primjer 3.0.1. Brojevi B5 = 3+
√
5
2 i B
∗
5 =
3−√5
2 su konjugati jer imaju isti minimalni polinom
p(x) = x2 − 3x + 1.
Ako kromatski polinom promatramo kao polinom u cjelobrojnoj varijabli k s cjelobroj-
nim koeficijentima takvim da je koeficijent uz vodec´i cˇlan jednak 1, njegove c´e nultocˇke, po
definiciji, biti algebarski cijeli brojevi. Tada graf G nema nultocˇke u intervalu [γ(G),∞).
Ako promatramo kromatski polinom kao polinom realne varijable, tu c´emo dobiti nesˇto
vec´i skup kromatskih korijena. Pitanje na koje c´emo trazˇiti odgovor je koji algebarski broj
mozˇe biti korijen kromatskog polinoma? Odgovori koje smo dobili govore da je laksˇe nac´i
brojeve koji ne mogu biti korijeni niti jednog kromatskog polinoma.
Kao sˇto smo vec´ rekli, 0 i 1 su uvijek kromatski korijeni. Takoder je poznato da jednos-
tavan, neprazan graf G nema kromatske korijene u intervalima (−∞, 0), (0, 1) i (1, 32/27]
(Jackson [6]) te da je skup kromatskih korijena gust u intervalu (3227 ,∞). (Thomassen [12])
Neko vrijeme se smatralo da kromatski korijeni moraju imati nenegativan realan dio. To
je istina za grafove s manje od 10 vrhova. No Sokal [10] je pokazao da je skup kromatskih
korijena zapravo gust u cijeloj kompleksnoj ravnini.
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Definirajmo sada graf koji zovemo krug podgrafova.
Definicija 3.0.2. Krug podgrafova je graf cˇiji je skup vrhova disjunktna unija potpunih
podgrafova poredanih ciklicˇkim redom tako da su vrhovi svakog podgrafa spojeni sa svim
vrhovima iz dva susjedna podgrafa.
Ako podgrafovi imaju velicˇine a1, a2, ..., an, tada graf oznacˇavamo s R(a1, a2, ..., an).
Cameron, medutim, u svom radu [4] koristi malo drukcˇiju notaciju kruga podgrafova, u
kojoj je skup vrhova disjunktna unija n + 1 potpunih podgrafova velicˇine 1, a1, a2, ..., an
tako da su vrhovi svakog podgrafa spojeni sa svim vrhovima iz dva susjedna podgrafa.
Takoder u oznaci R(a1, a2, ..., an). Slijedom te definicije dobivamo kromatski polinom od
R(a1, a2, ..., an) kao produkt linearnih faktora i polinoma
1
q
( n∏
i=1
(q − ai) −
n∏
i=1
(−ai)). (3.1)
Graf koji c´e nam koristiti u sljedec´em primjeru je R(1, 1, 5) prikazan na slici 3.1.
Slika 3.1: Graf R(1,1,5)
U raspisu kromatskog polinoma grafa R(1, 1, 5) zanimat c´e nas samo faktor q2−7q+11
dobiven iz (3.1) te dobivamo da su q1 = 7+
√
5
2 i q2 =
7−√5
2 kromatski korijeni danog grafa
R(1, 1, 5).
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Pozivajuc´i ponovno se na Camerona [4], iznosimo dvije slutnje
Slutnja 3.0.3 (α + n slutnja). Neka je α algebarski cijeli broj. Tada postoji prirodan broj
n takav da je α + n kromatski korijen.
Slutnja 3.0.4 (nα slutnja). Neka je α kromatski korijen. Tada je nα kromatski korijen za
svaki n ∈ N.
Ako je slutnja α + n istinita, mozˇemo se pitati, za dano α, koji je najmanji broj n za
koji je α + n kromatski korijen? Navest c´emo primjer vezan uz zlatni rez, iako c´emo tek
u sljedec´em podpoglavlju dokazati da zlatni rez nije kromatski korijen. U ovom primjeru
c´emo samo koristiti tu cˇinjenicu.
Primjer 3.0.5. Zlatni rez τ = 1+
√
5
2 je algebarski cijeli broj, ali nije kromatski korijen. Broj
τ + 1 nije kromatski korijen jer je njegov konjugat u intervalu (0,1). Za τ + 2 ne znamo je
li kromatski korijen ili ne. Medutim broj τ + 3 = 7+
√
5
2 je kromatski korijen grafa R(1, 1, 5).
Broj τ + 2 je zapravo Berahin broj, tj. τ + 2 = B10. Berahine brojeve c´emo kasnije
definirati te c´emo vidjeti da je B10 poseban slucˇaj sˇto se ticˇe kromatskih korijena.
Definicija 3.0.6. Zdruzˇivanje dvaju grafova G i H, u oznaci G + H, je graf sa skupom
vrhova V(G)
⋃
V(H) i skupom bridova E(G)
⋃
E(H)
⋃ {uv | u∈V(G) i v∈V(H)}.
Saeid Alikhani i Roslan Hasni [5] u svom radu su dokazali da ako je α kromatski
korijen, tada je i α + n kromatski korijen, za svaki prirodan broj n. Medutim to vrijedi
samo u slucˇaju kada je α kromatski korijen nekog grafa G, a H je graf nastao zdruzˇivanjem
grafa G i nekog potpunog grafa Kn. Tada je kromatski polinom grafa H jednak P(H, x) =
x(x − 1) · · · (x − n + 1)P(G, x − n). Tvrdnja tada trivijalno slijedi.
U tom slucˇaju je τ + n kromatski korijen za svaki n ≥ 3, gdje je τ = 1+
√
5
2 zlatni rez.
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3.1 Fibonaccijevi brojevi i zlatni rez
Za pocˇetak c´emo definirati Fibonaccijeve brojeve te istrazˇiti mogu li n-anaccijeve konstante
biti korijeni kromatskog polinoma.
Definicija 3.1.1. Fibonaccijev niz n-tog stupnja F(n)k , k=1,2,... (n ≥ 2) je niz brojeva za
koje je F(n)1 = F
(n)
2 = ... = F
(n)
n = 1, a za svaki k > n vrijedi linearna rekurzija
F(n)k =
n∑
i=1
F(n)k−i
Limes
ϕn = lim
k→∞
F(n)k
F(n)k−1
se zove n-annacijeva konstanta.
Broj ϕn je nultocˇka polinoma fn(x) = xn − xn−1 − ... − x − 1, koji je ujedno i minimalni
polinom za ϕn, i gdje za n paran dobijemo 2 realne nultocˇke, jednu vec´u od 1, drugu manju
od 1, a za n neparan jednu realnu nultocˇku uvijek vec´u ili jednaku od 1.
Za n = 2, Fibonaccijev niz F(2)k je niz brojeva 1,1,2,3,5,8,13,... i ϕ2 = limk→∞
F(2)k
F(2)k−1
≈
1.618033... te su nultocˇke funkcije f2(x) = x2 − x − 1 jednake x1,2 = 1±
√
5
2 . Broj
1+
√
5
2
poznatiji je kao zlatni rez. Zlatni rez je omjer u kojem se manji dio prema vec´em odnosi kao
vec´i dio prema ukupnom. Najcˇesˇc´e se vezˇe za umjetnost, a veza Fibonaccijevih brojeva i
zlatnog reza je upravo u tome da je ϕ2 = τ, gdje je τ = 1+
√
5
2 . Takoder vrijedi limn→∞ ϕn = 2.
Sljedec´om tablicom dano je prvih nekoliko Fibonaccijevih nizova n-tog stupnja za n ≥ 2.
n ime niz
2 Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...
3 tribonacci 1,1,1,3,5,9,17,31,57,105,...
4 tetranacci 1,1,1,1,4,7,13,25,49,94,...
5 pentanacci 1,1,1,1,1,5,9,17,33,65,129,...
6 heksanacci 1,1,1,1,1,1,6,11,21,41,81,...
Sada c´emo dokazati da 2n-anaccijeve konstante i njihove potencije s cjelobrojnim po-
zitivnim eksponentom ne mogu biti nultocˇke niti jednog kromatskog polinoma. Prije toga
navodimo dvije definicije te jedan teorem koji c´emo koristiti u dokazu.
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Definicija 3.1.2. Neka je K polje i ak ∈ K, k = 0, ..., n. Izraz
P(x) = a0 + a1x + ... + anxn
zovemo algebarski polinom po x nad poljem K. Elementi ak su koeficijenti polinoma P(x).
Definicija 3.1.3. Skup svih polinoma nad A, gdje je A komutativan prsten s jedinicom,
oznacˇava se s A[x], tj. A[x]=skup svih polinoma P(x) s koeficijentima iz A.
Teorem 3.1.4. Polinom fn(x) = xn − xn−1 − ... − x − 1 je ireducibilan polinom nad poljem
Q.
Teorem 3.1.5 ( [7]). Za svaki cijeli broj n ≥ 1, 2n-anaccijeva konstanta ϕ2n ne mozˇe biti
nultocˇka niti jednog kromatskog polinoma.
Dokaz. Znamo da je ϕ2n nultocˇka polinoma f2n(x) = x2n − x2n−1 − ... − x − 1 koji je ujedno
i minimalni polinom za tu nultocˇku. Jasno je da f2n(x) nije kromatski polinom. Pretpos-
tavimo sada da postoji kromatski polinom P(x) takav da je P(ϕ2n) = 0. Prema teoremu
3.1.4., f2n(x)|P(x). Buduc´i da je f2n(0) = −1 < 0, a f2n(−1) = 1 > 0, prema teoremu sred-
nje vrijednosti, f2n(x) ima nultocˇku na intervalu (-1,0) sˇto povlacˇi da P(x) ima nultocˇku na
intervalu (-1,0), a to je kontradikcija s pretpostavkom da je P(x) kromatski polinom. 
Teorem 3.1.6 ( [7]). ϕm2n ne mozˇe biti kromatski korijen, za bilo koje n,m ∈ N.
Dokaz. Pretpostavimo da je ϕm2n kromatski korijen. Tada postoji kromatski polinom
P(G, λ) = λk + ak−1λk−1 + ... + a1λ
takav da je P(G, ϕm2n) = 0. Tada je
ϕmk2n + ak−1ϕ
m(k−1)
2n + ... + a1ϕ
m
2n = 0.
Mozˇemo rec´i da je ϕ2n nultocˇka sljedec´eg polinoma
Q(λ) = λmk + ak−1λmk−m + ... + a1λm
u Z[x]. Znamo da je f2n(λ) = λ2n − λ2n−1 − ... − λ − 1 minimalni polinom od ϕ2n nad Z[x],
sˇto znacˇi da f2n(λ)|Q(λ). Buduc´i da je f2n(0) = −1 < 0 i f2n(−1) = 1 > 0, polinomi f2n(λ)
i Q(λ) imaju zajednicˇku nultocˇku, nazovimo ju α, na intervalu (-1,0). Tada je αm nultocˇka
polinoma P(G, λ), a buduc´i da je αm ∈ (−1, 0) ⋃(0, 1) dobivamo kontradikciju. 
Kao sˇto smo vec´ spomenuli, ϕ2 je jednak zlatnom rezu pa prema prethodnim teore-
mima direktno slijedi da zlatni rez i svaka njegova potencija s cjelobrojnim pozitivnim
eksponentom ne mozˇe biti nultocˇka niti jednog kromatskog polinoma.
Prirodno se postavlja pitanje sˇto je s (2n + 1)-anaccijevim konstantama. Vrijede li i za
njih isti rezultati? Sluti se da vrijede, no to josˇ nije dokazano. Jedino sˇto mozˇemo dokazati
vezano za (2n + 1)-anaccijeve konstante je sljedec´i teorem.
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Teorem 3.1.7 ( [7]). Za svaki n ∈ N, ϕ2n+1 ne mozˇe biti nultocˇka kromatskog polinoma za
povezan graf G s |V(G)| ≤ 4n + 2.
Dokaz. Znamo da je ϕ2n+1 nultocˇka polinoma f2n+1(x) = x2n+1−x2n−...−x−1 koji je ujedno
i minimalni polinom za ϕ2n+1. Jasno je da f2n+1(x) nije kromatski polinom. Pretpostavimo
suprotno, tj. da postoji kromatski polinom
P(x) = amxm + am−1xm−1 + ... + a1x + a0, (m > 2n + 1)
takav da je P(ϕ2n+1) = 0. Tada f2n+1(x)|P(x), odnosno postoji polinom g(x) oblika
g(x) = bm−2n−1xm−2n−1 + bm−2n−2xm−2n−2 + ... + b1x + b0
takav da je P(x) = f2n+1(x)g(x). Vrijede sljedec´e jednakosti izmedu koeficijenata od g(x) i
P(x), za m ≤ 4n + 2.
a0 = b0 = 0
a1 = −b1
a2 = −b2 − b1
a3 = −b3 − b2 − b1
...
am−2n−1 = −bm−2n−1 − bm−2n−2 − ... − b1
Buduc´i da je P(x) kromatski polinom, vrijedi (x − 1)|P(x) iz cˇega slijedi
(x − 1)|bm−2n−1xm−2n−1 + bm−2n−2xm−2n−2 + ... + b1x + b0.
Dakle, 1 je nultocˇka polinoma g(x) i b0 = 0 pa je bm−2n−1 + bm−2n−2 + ... + b1 = 0 odnosno,
prema gornjim jednakostima, am−2n−1 = 0, sˇto je kontradikcija s cˇinjenicom da su koefi-
cijenti am, am−1, ..., a1 kromatskog polinoma razlicˇiti od nule. Buduc´i da gornje jednakosti
vrijede samo za m ≤ 4n + 2, broj ϕ2n+1 ne mozˇe biti kromatski korijen niti jednog grafa G
s |V(G)| ≤ 4n + 2. 
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3.2 Metalne sredine
Definirat c´emo prvo pojam verizˇnih razlomaka i preko njih c´emo definirati metalne sredine.
Definicija 3.2.1. Verizˇni razlomak je izraz oblika
α = a0 +
b0
a1 + b1a2+...
gdje su ai, bi proizvoljni izrazi i zapisujemo ga kao α = [a0, a1, a2, ...].
Izrazi ai zovu se parcijalni kvocijenti. Jednostavan verizˇni razlomak je verizˇni razlo-
mak kojem su svi bi = 1. Od sada pa nadalje c´emo koristiti iskljucˇivo jednostavne verizˇne
razlomke pa c´emo rijecˇ ’jednostavan’ izostavljati. Konacˇan verizˇni razlomak je verizˇni
razlomak s konacˇno mnogo parcijalnih kvocijenata, tj. α = [a0, a1, ..., an]. Beskonacˇan
verizˇni razlomak je verizˇni razlomak oblika α = [a0, a1, ...] = a0 + 1a1+ 1a2+...
.
Ako je verizˇni razlomak konacˇan i svi ai racionalni brojevi, tada je i α racionalan broj.
Vrijedi i obrat. Beskonacˇan verizˇni razlomak je iracionalan.
Metalne sredine su niz iracionalnih brojeva definiranih sljedec´im beskonacˇnim verizˇnim
razlomkom
n +
1
n + 1n+...
= [n, n, n, ...] =
n +
√
n2 + 4
2
, n ∈ N (3.2)
Najpoznatije metalne sredine su zlatna sredina, srebrna sredina i broncˇana sredina.
Svaka metalna sredina je korijen pripadne kvadratne jednadzˇbe x2 − nx − 1 = 0, n ∈ N.
Prikaz prvih nekoliko metalnih sredina nalazi se u sljedec´oj tablici
n metalne sredine
1 1+
√
5
2 = 1.618033989 (zlatna sredina)
2 2+
√
8
2 = 2.414213562 (srebrna sredina)
3 3+
√
13
2 = 3.302775638 (broncˇana sredina)
4 4+
√
20
2 = 4.236067978
5 5+
√
29
2 = 5.192582404
...
...
n n+
√
4+n2
2
Kao sˇto smo pokazali da 2n-anaccijeve konstante, samim time i zlatni rez, ne mogu
biti nultocˇke niti jednog kromatskog polinoma, tako c´emo analogno dokazati da metalne
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sredine ne mogu biti nultocˇke niti jednog kromatskog polinoma. Isto vrijedi i za potencije
metalnih sredina.
Teorem 3.2.2. Za svaki cijeli broj n ≥ 1, metalna sredina τn ne mozˇe biti nultocˇka niti
jednog kromatskog polinoma.
Dokaz. Znamo da je τn nultocˇka polinoma fn(x) = x2 − nx − 1 koji je ujedno i minimalni
polinom za τn. Polinom fn(x) = x2 − nx − 1 nije kromatski polinom jer je slobodni cˇlan
-1. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji kromatski polinom P(x) takav da je P(τn) = 0.
Obzirom da je fn(x) = x2 − nx − 1 ireducibilan nad Q, vrijedi fn(x)|P(x). Znamo da je
fn(0) = −1 < 0, a fn(−1) = n, n ≥ 1, pa prema teoremu srednje vrijednosti, fn(x) ima
nultocˇku na intervalu (-1,0) sˇto povlacˇi da P(x) ima nultocˇku na intervalu (-1,0), a to je
kontradikcija s cˇinjenicom da je P(x) kromatski polinom. 
Teorem 3.2.3. τmn ne mozˇe biti kromatski korijen, za bilo koje n,m ∈ N.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je τmn kromatski korijen. Tada postoji kromatski
polinom
P(G, λ) = λk + ak−1λk−1 + ... + a1λ
takav da je P(G, τmn ) = 0. Tada je
τmkn + ak−1τ
m(k−1)
n + ... + a1τ
m
n = 0.
Mozˇemo rec´i da je τn nultocˇka sljedec´eg polinoma
Q(λ) = λmk + ak−1λmk−m + ... + a1λm
u Z[x]. Znamo da je fn(λ) = λ2 − nλ − 1 minimalan polinom od τn nad Z[x] sˇto znacˇi da je
fn(λ)|Q(λ). Buduc´i da je fn(0) = −1 < 0, a fn(−1) = n, n ≥ 1, polinomi fn(λ) i Q(λ) imaju
zajednicˇku nultocˇku α na intervalu (-1,0). Tada je αm nultocˇka polinoma P(G, λ), a buduc´i
da je αm ∈ (−1, 0) ⋃(0, 1), dobivamo kontradikciju. 
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3.3 Berahini brojevi
Planaran graf dijeli R2 na neka podrucˇja. Zatvorenja tih podrucˇja zovu se strane (eng.
faces). Svaki planaran graf ima tocˇno jednu neomedenu stranu, zovemo ju vanjska strana.
Ostale strane zovemo omedene strane. Velicˇina strane je broj bridova koji cˇine rub te strane.
Neka je T 2-dimenzionalni simpleks, tj. trokut u ravnini. Triangulacija od T je rastav
od T na konacˇno mnogo manjih trokuta tako da se svaka dva trokuta ili ne sijeku ili im
je presjek zajednicˇki vrh ili zajednicˇka stranica. Triangulacijski graf je planaran graf bez
petlji takav da mu je svaka strana velicˇine tri. Skoro triangulacijski graf je planaran graf
kojem su sve omedene strane trokuti.
Na slici 3.2 prikazan je skoro triangulacijski i triangulacijski graf.
Slika 3.2: Skoro triangulacijski i triangulacijski graf
Vazˇnu ulogu u teoriji kromatskih polinoma imaju Berahini brojevi. N − ti Berahin broj
dan je sljedec´om formulom
Bn = 2 + 2 cos
2pi
n
, n ∈ N. (3.3)
Za n ≥ 2 i k relativno prost s n definiramo poopc´ene Berahine brojeve
B(k)n = 4 cos
2 kpi
n
. (3.4)
B(k)n zvat c´emo n-ti primitivni poopc´eni Berahin broj.
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Tablica prvih 10 Berahinih brojeva:
n Bn aproksimacija
1 4
2 0
3 1
4 2
5 3+
√
5
2 2.618
6 3
7 2 + 2 cos(2pi7 ) 3.247
8 2 +
√
2 3.414
9 2 + 2 cos(2pi9 ) 3.532
10 5+
√
5
2 3.618
Cjelobrojni Berahini brojevi su B1 = 4, B2 = 0, B3 = 1, B4 = 2 i B6 = 3. Brojevi
B2 = 0, B3 = 1 i B4 = 2 su uvijek korijeni kromatskog polinoma svakog triangulacijskog i
svakog skoro-triangulacijskog grafa G. Vrijedi i sljedec´i rezultat:
Propozicija 3.3.1. Necjelobrojni Berahini brojevi (npr. B5, B7, B8, itd.) ne mogu biti kori-
jeni niti jednog kromatskog polinoma, uz moguc´u iznimku B10.
Ta tvrdnja proizlazi iz cˇinjenice da se konjugati svi necjelobrojnih Berahinih brojeva
nalaze u intervalu (0,1). Tutte [13] je to pokazao za B5 = 3+
√
5
2 = τ+ 1, gdje je τ zlatni rez,
a B∗5 =
3−√5
2 ∈ (0, 1).
Za brojeve B10 = 5+
√
5
2 i B
∗
10 =
5−√5
2 znamo samo da ne mogu biti korijeni kromatskog
polinoma niti jednog skoro triangulacijskog grafa. To su u svom radu pokazali Salas i
Sokal [9].
Beraha je uocˇio da planarni grafovi cˇesto imaju kromatske korijene jako blizu broje-
vima Bn te se pitao postoji li triangulacijski graf G takav da P(G, k) ima korijene u intervalu
(Bn− , Bn + ), za svaki  > 0. Beraha, Kahane i Weiss [3] su nasˇli familiju planarnih gra-
fova cˇiji kromatski korijeni konvergiraju prema B5, B7 ili B10, a znamo da Berahini brojevi
konvergiraju prema 4. Sˇtovisˇe, Royle [8] je pronasˇao familiju triangulacijskih grafova cˇiji
kromatski korijeni konvergiraju prema 4. Ako je istina ono sˇto se Beraha pitao, tj. da pos-
toji triangulacijski graf G takav da P(G, k) ima korijene u intervalu (Bn− , Bn + ), za svaki
 > 0, tada postoji planaran graf cˇiji kromatski korijeni konvergiraju prema 4. Sada ostaje
otvoreno pitanje sˇto je s drugim brojevima iz intervala (3227 , 4), mogu li oni biti gomilisˇta
kromatskih korijena za planarne grafove? Jednu slutnju iznio je Thomassen [12].
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Slutnja 3.3.2. Skup kromatskih korijena familije planarnih grafova sastoji se od 0,1 i gus-
tog podskupa od (3227 , 4).
3.4 Pisot–Vijayaraghavanovi brojevi
Pisot–Vijayaraghavanov broj ili skrac´eno PV broj je realni algebarski cijeli broj vec´i od
1 takav da su svi njegovi konjugati po apsolutnoj vrijednosti manji od 1. Skup svih PV
brojeva najcˇesˇc´e se oznacˇava sa S . Primjer jednog PV broja je zlatni rez, τ = 1+
√
5
2 ≈ 1.618.
Njegov minimalni polinom je x2 − x − 1, a njegov konjugat iznosi 1−
√
5
2 ≈ −0.618 sˇto je
po apsolutnoj vrijednosti manje od 1. Sˇtovisˇe, sve metalne sredine su PV brojevi jer se
konjugati svih metalnih sredina nalaze u intervalu (-1,0). Vazˇno svojstvo PV brojeva je da
se njihove potencije priblizˇavaju cijelim brojevima. Takoder vrijedi da ako je α PV broj,
tada su i sve njegove potencije αn, n ∈ N, PV brojevi. Vrijedi sljedec´i rezultat.
Propozicija 3.4.1. PV brojevi ne mogu biti kromatski korijeni.
Najmanji PV broj poznat je kao plasticˇni broj. To je korijen polinoma p(x) = x3− x−1
i iznosi θ1 = 1.324717957.... To znacˇi da su svi PV brojevi vec´i od 3227 .
Za PV brojeve θn1, razlika θ
n
1 − bθn1c, gdje je bθn1c najvec´e cijelo broja θ1, nalazi se blizu
brojeva 0 ili 1. Potencije od θ1 koje se priblizˇavaju 0 su redom 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 14, 17, ...
dok su one koje se priblizˇavaju 1 redom 2, 9, 10, 13, 15, 16, 18, 20, 21, 23, ...
Poglavlje 4
Kromatski intervali
Rekli smo vec´ da su (-∞,0), (0,1) i (1,3227 ] intervali bez kromatskih korijena. U svom radu
Thomas [11] se bavi grafovima koji imaju Hamiltonove puteve te pokazuje da se za takve
grafove interval (1,3227 ] mozˇe prosˇiriti. U ovom poglavlju c´emo iskazati dva teorema za
posebnu klasu grafova za koje se intervali bez kromatskih korijena mogu prosˇiriti. Javit
c´e se pojmovi vezani za separaciju grafova i za Hamiltonove puteve pa c´emo prvo njih
iskazati.
Definicija 4.0.1. Hamiltonov put je put koji sadrzˇi sve vrhove grafa.
Definicija 4.0.2. Kazˇemo da je graf G separabilan ako je nepovezan ili uklanjanjem jednog
vrha, kojeg zovemo rezni vrh, postaje nepovezan. Inacˇe kazˇemo da je neseparabilan.
U prvom poglavlju definirali smo razapinjuc´i podgraf. Postupak kojim dolazimo do
razapinjuc´eg stabla je sljedec´i: u povezanom grafu G uocˇimo neki ciklus i iz tog ciklusa
uklonimo jedan brid te tako dobijemo povezan graf G − e. U ovako dobivenom grafu opet
uocˇimo neki ciklus pa i iz tog ciklusa uklonimo jedan brid. Ovaj postupak je konacˇan i vodi
do povezanog grafa bez ciklusa, dakle stabla, kojeg zovemo razapinjuc´e stablo zadanog
grafa G.
Za graf G, k-razapinjuc´e stablo je razapinjuc´e stablo od G s najvisˇe k listova (list je vrh
stupnja 1). Klasu svih neseparabilnih grafova s k-razapinjuc´im stablima oznacˇavat c´emo s
Gk. To znacˇi da neseprabilan graf s Hamiltonovim putem mogu oznacˇavati s G2. Vrijedi
sljedec´i teorem.
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Teorem 4.0.3. Ako je G neseparabilan graf s Hamiltonovim putem, tada Q(G, t) > 0, za
svaki t ∈ (1, t0], gdje je Q(G, t) = (−1)|V(G)|P(G, t) i t0 = 1.2956 jedini realni korijen poli-
noma (t− 2)3 + 4(t− 1)2. Sˇtovisˇe, za svaki  > 0 postoji neseparabilni graf s Hamiltonovim
putem cˇiji kromatski polinom ima korijene u intervalu (t0, t0 + ).
Analogon teorema 4.0.3. za klasu grafova G3 je sljedec´i
Teorem 4.0.4. Ako je G neseparabilan graf s 3-razapinjuc´im stablom, tada Q(G, t) > 0,
za svaki t ∈ (1, t1], gdje je Q(G, t) = (−1)|V(G)|P(G, t) i t1 = 1.2904 najmanji realni korijen
polinoma (t − 2)6 + 4(t − 1)2(t − 2)3 − (t − 1)4. Sˇtovisˇe, za svaki  > 0 postoji neseparabilni
graf s 3-razapinjuc´im stablom cˇiji kromatski polinom ima korijene u intervalu (t1, t1 + ).
Dokaz ovog teorema Thomas je proveo koristec´i takozvane Whitneyeve 2-zamjenske
operacije. Visˇe o tome nalazi se u [11].
Poglavlje 5
Zakljucˇak
Za neke posebne grafove kao sˇto su put, ciklus, potpuni graf i potpuni bipartitan graf, mogli
smo odmah nac´i njihov kromatski broj.
• γ(Pn) = 2;
• γ(Cn) =
2, za n paran3, za n neparan;
• γ(Kn) = n;
• γ(Km,n) = 2.
Takoder za te odredene grafove lako je bilo izracˇunati i njihov kromatski polinom.
• P(Pn, k) = k(k − 1)n−1;
• P(Cn, k) = (k − 1)n + (−1)n(k − 1);
• P(Kn, k) = k(k − 1) · · · (k − n + 1).
Zatim smo pokusˇali pronac´i algebarske brojeve koji mogu biti korijeni kromatskih po-
linoma te smo zakljucˇili da je laksˇe nac´i brojeve koji ne mogu biti korijeni niti jednog
kromatskog polinoma. U trazˇenju tih odgovora, pomogla nam je cˇinjenica da za jednosta-
van, neprazan graf G intervali (-∞,0), (0,1) i (1,3227 ] su intervali koji ne sadrzˇe kromatske
korijene. Takoder, odmah smo mogli zakljucˇiti da su 0 i 1 uvijek kromatski korijeni zbog
pretpostavke da radimo iskljucˇivo s nepraznim grafovima.
Definirali smo neke poznate brojeve. Prvi od njih su bili Fibonaccijevi brojevi, tj. n-
anaccijeve konstante. Dokazali smo da 2n-anaccijeve konstante ne mogu biti korijeni niti
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jednog kromatskog polinoma. Isto vrijedi i za potencije 2n-anaccijevih konstanti. Ana-
logno vrijedi da (2n + 1)-anaccijeve konstante ne mogu biti kromatski korijeni, ali uz uvjet
da je broj vrhova grafa manji ili jednak od 4n + 2.
Zatim smo presˇli na metalne sredine. Najpoznatije metalne sredine su zlatna, srebrna i
broncˇana sredina. One takoder ne mogu biti korijeni niti jednog kromatskog polinoma jer
se njihovi konjugati nalaze u intervalu koji ne sadrzˇi kromatske korijene. Isto vrijedi i za
njihove potencije.
Za Berahine brojeve ne mozˇemo opc´enito rec´i da svi jesu ili svi nisu kromatski kori-
jeni. Ono sˇto mozˇemo sigurno rec´i je da ni jedan necjelobrojni Berahin broj, osim mozˇda
B10, nije kromatski korijen i da su brojevi B2 = 0, B3 = 1 i B4 = 2 uvijek korijeni kromat-
skog polinoma svakog triangulacijskog i svakog skoro-triangulacijskog grafa G. Nakon
niza istrazˇivanja kromatskih polinoma i intervala, mozˇemo naslutiti da se skup kromatskih
korijena familije planarnih grafova sastoji od 0,1 i gustog podskupa od (3227 , 4).
Zadnji brojevi kojima smo se bavili su Pisot–Vijayaraghavanovi brojevi ili skrac´eno
PV brojevi. Za njih jedino mozˇemo zakljucˇiti, prema njihovoj definiciji, da ne mogu biti
kromatski korijeni.
Na kraju, u zadnjem poglavlju smo se josˇ jednom vratili na kromatske intervale s time
da se ovdje radi iskljucˇivo s neseparabilnim grafovima koji imaju k-razapinjuc´e stablo, za
k ≤ 3. Za takve grafove, intervali bez kromatskih korijena se mogu prosˇiriti.
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Sazˇetak
U ovom diplomskom radu bavili smo se bojenjem grafova. Krenuli smo od problema koji
je desetljec´ima zadavao tesˇkoc´e matematicˇarima, Problem 4-boje. Taj smo si problem
matematicˇki predocˇili kroz grafove. Nakon sˇto smo definirali glavne pojmove vezane za
bojenje grafova kao sˇto su kromatski broj i kromatski polinom, zanimalo nas je postoji li
veza izmedu kromatskih korijena i nekih poznatih brojeva. Prvo smo proucˇavali Fibonac-
cijeve brojeve i njihovo poopc´enje, tj. n-anaccijeve konstante. Nakon sˇto smo dosˇli do
vazˇnih zakljucˇaka, presˇli smo na metalne sredine. Poveznica tih dvaju skupova brojeva je
zlatni rez ili zlatna sredina koja je 2-anaccijeva konstanta, a ujedno i jedna od metalnih sre-
dina. Paralelno pratec´i dokaz koji vrijedi za 2n-anaccijeve konstante, dokazali smo da isti
rezultat vrijedi i za sve metalne sredine. Zatim smo definirali Berahine brojeve. Tu nismo
mogli opc´enito rec´i da nesˇto vrijedi za sve Berahine brojeve, ali najvazˇnije je da mozˇemo
pretpostaviti da se skup kromatskih korijena familije planarnih grafova sastoji od 0,1 i
gustog podskupa od (3227 , 4). Zadnje smo josˇ spomenuli Pisot–Vijayaraghavanove brojeve.
Glavno obiljezˇje tih brojeva je da su njihovi konjugati po modulu manji od 1 sˇto znacˇi da
oni ne mogu biti kromatski korijeni. Na kraju ovog diplomskog rada, vratili smo se na kro-
matske intervale. Tocˇnije, bavili smo se samo neseparabilnim grafovima s k-razapinjuc´im
stablima, za k ≤ 3, jer za njih mozˇemo prosˇiriti interval koji ne sadrzˇi kromatske korijene.
Summary
In this thesis we have studied graph coloring. We started with problem that troubled mat-
hematicians for decades, named 4-color problem. We presented this problem mathemati-
cally through graphs. After we defined important terms for graph coloring, like chromatic
number and chromatic polynomial, we wondered is there any conection between chro-
matic roots and some known numbers. First, we analyzed Fibonacci numbers and their
generalizations, precisely n-anacci constants. After we came to important conclusions, we
considered metallic means. Connection of those two sets of number is the golden ratio or
golden mean which is 2-anacci constant, also one of metallic means. Parallel with the fol-
lowing proof that applies to 2n-anacci constants, we have shown that the same result is true
for all metallic means. Secondly, we defined Beraha numbers. Here we couldn’t generally
say something valid for all Beraha’s numbers, but the most important thing is that we can
suppose that chromatic roots for plane graph family contain 0,1 and dense subset of ( 3227 ,4).
At the last, we mentioned Pisot–Vijayaraghavan numbers. The main characteristic of these
numbers is that their conjugates are less than 1 in absolute value, which means they can
not be chromatic roots. At the end of this thesis, we returned to the chromatic intervals.
Precisely, we studied nonseparable graphs with k-spanning trees, for k ≤ 3, because for
them we can expand the interval which does not contains chromatic roots.
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